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ESTACIÓN EXPERIMENTAL DE AULA DEI Seminario técnico 20th Mayo 2011: Introcucción al uso de Modelos de Efectos Mixtos
Modelos Lineales (ML)
• Generalizaciones sobre ML: MODELOS MIXTOS
- Reducir restricciones sobre los errores manteniendo la Normalidad 
(los errores no son independientes o heterogéneos).
- Las unidades experimentales se agrupan en grupos con 
características homogéneas (clusters)
- Evaluación de diferentes variables objetivo sobre los mismos 
sujetos (factores)
- Evaluación de la variable objetivo en distintas ocasiones sobre las 
unidades experimentales (réplicas)
Modelos estadísticos paramétricos basados en el análisis de relaciones 
lineales entre una variable de interés (respuesta) y ciertas variables de control 
que contribuyen a explicar su comportamiento.
Asunción de que el error no explicado sigue una distribución normal 
homogénea
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Qué son los Modelos de Efectos Mixtos?
• Definición de Modelo de Efectos Mixtos
Propuesta de análisis estadístico que proporciona un entorno óptimo para 
responder a las cuestiones de un estudio con diseño experimental complejo, 
permite modelizar simultáneamente:
? la media del fenómeno estudiado
? su variabilidad
? particularmente, observaciones correlacionadas
• Diferentes nomenclaturas según ramas de conocimiento
Modelos multinivel; modelos jerárquicos o anidados; modelos de datos 
longitudinales; modelos para medidas repetidas; modelos con coeficientes 
aleatorios; modelos MANOVA (ANOVA multivariante); modelos mezclados.
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Qué son los Modelos de Efectos Mixtos?
Modelo estadístico que contiene tanto efectos fijos como efectos 
aleatorios.
• Factor Fijo:
Factor (variable explicativa categórica) cuyos niveles experimentales cumplen que:
Los niveles experimentales son todos los posibles niveles observables
Los niveles experimentales han sido fijados por el investigador
• Factor Aleatorio:
Factor, cuyos niveles son una muestra de todos los posibles niveles, de forma que:
La variable respuesta se observa en más de una ocasión en cada nivel del factor 
aleatorio.
Los niveles actúan como clusters.
Ejemplo:
Ensayo de un fertilizante en cultivos de frutales de distintas parcelas:
Variable respuesta: efecto del fertilizante
Factor fijo: cantidad de fertilizante
Factor aleatorio: parcela; árbol
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Tipologías de diseños experimentales en Modelos 
Mixtos
• Subréplicas
Múltiples resultados de una misma cantidad evaluados en idénticas condiciones en la misma 
unidad experimental, (Ej. Repetición de mediciones para capturar el error de medida).
• Medidas repetidas
Caso anterior pero permitiendo identificar alguna característica propia de cada subréplica (Ej. 
Cuantificar la presencia de una bacteria en distintas ubicaciones de un mismo animal)
• Factor bloque
Cuando se varían las condiciones experimentales en cada una de las medidas 
repetidas (Ej. Una misma medida objetivo evaluada en los mismos individuos en 
periodos distintos en los que se ha aplicado un tratamiento diferente).
• Datos longitudinales o espaciales
Medidas repetidas a lo largo del tiempo o en distintas ubicaciones espaciales.
• Niveles de inferencia y unidades experimentales
Ej. En un estudio de ecología, el análisis de árboles en parcelas al azar representativas 
de una región amplia se incorpora la parcela como factor aleatorio para inferir los 
resultados sobre la totalidad de la región (diferentes grados de inferencia en la 
consideración de diferentes órdenes de unidades experimentales).
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Modelos de Efectos Mixtos (LME)
• Formulación
Y = Xβ + Zu + ε
siendo u y ε vectores aleatorios con distribución normal, media 0 e independientes 
entre sí. Dan lugar a una distribución Normal en el vector respuesta
Xβ? FACTOR FIJO; variables explicativas
Zu? FACTOR ALEATORIO; parámetros involucrados en la modelización de 
la estructura y propiedades de la variabilidad.
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• Ejemplo gráfico
Modelos de Efectos Mixtos (LME)
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Modelos de Efectos Mixtos (LME)
Estimación del modelo:
El método de estimación del modelo se basa en la verosimilitud que es la 
probabilidad de los datos observados en función de los parámetros del 
modelo.
Existen 2 tipos:
ML (máxima verosimilitud): haya los valores que determinan una mayor 
verosimilitud. Este método de estimación no contempla una pérdida de 
grados de libertad en la estimación del modelo.
La alternativa es REML (máxima verosimilitud restringida), siendo por 
defecto el método de ajuste.
• Verosimilitud
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Modelos de Efectos Mixtos (LME)
Comparación entre modelos y validación:
Para comparar modelos se consideran las funciones de log-verosimilitud, 
penalizándolas en función del número de parámetros empleados.
Tipos de penalizaciones más comunes:
-AIC (Akaike Information Criteria) ? -2l + 2d
-BIC (Schwarz) ? -2l + dlog (n*)
Siendo l la log-verosimilitud del modelo, d la dimensión del modelo y n el 
número de observaciones.
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Ejemplos de aplicación de Modelos de Efectos Mixtos
• Datos: WWheat
10 variedades de trigo seleccionadas de la población: variedades de trigo 
adaptadas a condiciones de sequedad en invierno.
• Unidades experimentales.
Cada variedad de trigo aplicada en 6 superficies de 1 acre escogidas al azar.
> summary(WWheat)
> print(dotplot(Yield ~ Variety, WWheat))
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Ejemplos de aplicación de Modelos de Efectos Mixtos
• Modelización con R
> (mod = lmer(Yield ~ 1 | Variety, WWheat))
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Ejemplo de modelización:
Spatial variability in 
floodplain 
sedimentation: the 
use of generalized 
linear mixed-effects 
models 
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Spatial variability in floodplain sedimentation: the 
use of generalized linear mixed-effects models
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Spatial variability in floodplain sedimentation: the use 
of generalized linear mixed-effects models
Aplicación del modelo de efectos mixtos en R:
Cargamos datos





1º Análisis exploratorio de correlaciones entre las distintas variables que
potencialmente pueden explicar el modelo de sedimentación.
2º Analizamos la existencia de autocorrelación espacial
3º Analizamos cual es el patrón general en la distribución espacial del 
sedimento:
m1 <- gls(SEDRATE~1+X_e+Y_e+Z, data=data, correlation=corGaus(form=~X+Y, 
nugget=F))
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Spatial variability in floodplain sedimentation: the use 
of generalized linear mixed-effects models
Análisis de efectos mixtos que incluye la aleatoriedad de los datos en 
función de los sotos
m5 <- lme(SEDRATE~1+X_e+Y_e+Z, data=data, random=~1|factor(SOTO), 
correlation=corGaus(form=~X+Y, nugget=F))
Estadísticos de los modelos
m1 (modelo lineal)
summary(m1)
Generalized least squares fit 
by REML
Model: SEDRATE ~ 1 + X_e
+ Y_e + Z
Data: data





Linear mixed-effects model 
fit by REML
Data: data




Formula: ~1 | factor(SOTO)
(Intercept) Residual
StdDev:    4.852914 7.010364
Correlation Structure: Gaussia
Formula: ~X + Y | factor(SOTO
Parameter estimate(s):
range = 0.8131297
Fixed effects: SEDRATE ~ 1 + X_e + Y_e + Z
Value Std.Error DF    t-value p-value
(Intercept)  3.514767 114.40814 194  0.0307213  
0.9755
X_e -0.016090   0.00792 194 -2.0325928  
0.0435
Y_e -0.072981   0.04040 194 -1.8064532  
0.0724
Z            0.043748   0.64073 194  0.0682785  
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Spatial variability in floodplain sedimentation: the 
use of generalized linear mixed-effects models
boxplot(m5$resid[,1] ~ SOTO)
Los residuales del modelo son 
diferentes en cada soto. 
Propiedad heterocedasticidad
Modelo de efectos mixtos
heterocedástico





Resumen del modelo: estadísticos
Linear mixed-effects model fit by REML
#  Data: data
#        AIC      BIC    logLik
#     1041.908 1074.740 -510.9539
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Spatial variability in floodplain sedimentation: the use 
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Modelos de tasa de sedimentación:
Los distintos modelos nos 
permiten no solo determinar el 
patrón general de la 
sedimentación en el río, sino 
también saber cómo se ha 
distribuido ese sedimento y de 
que depende.
El modelo definitivo contempla 
una variabilidad interna en los 
sotos que depende del 
emplazamiento de los puntos de 
control en cada soto, con 
respecto al río y la propia 
dinámica del Ebro
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Spatial variability in floodplain sedimentation: the use 
of generalized linear mixed-effects models
Modelos Mixtos con SPSS
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Modelos de Efectos Mixtos (LME)
Para saber más:
-Pinheiro, J.C., Bates, D.M. 2000. Mixed-Effects Models in S 
and S-PLUS. Statistics and Computing. Springer USA. 528 pag.
-Curso de Modelos Mixtos Utilizando R. Llorenç Badiella y 
Josep Antón Sánchez. 
http://eio.usc.es/pub/gridecmb/index.php/informacion-general
-Cabezas, A., Angulo-Martínez, M., Gonzalez-Sanchís, M., 
Jimenez, J.J., Comín, F.A. 2010. Spatial variability in floodplain 
sedimentation: the use of generalized linear mixed-effects 
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